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Über gewisse spezielle kompatible Klasseneinteilungen 
von Halbgruppen 
Von ISTVÁN PEÁK in Szeged 
Herrn Prof. L. Rédei zum 60. Geburtstage gewidmet 
Es sei H = cc, ß,... eine Halbgruppe, d . h . eine nichtleere Menge, in 
der eine assoziative Multiplikation definiert ist. Wir beschäftigen uns mit 
einer besonderen Klasseneinteilung von H. Eine Klasseneinteilung C von H 
in die Klassen Cu C 2 , . . . wird kurz durch H=Q, C2, • • • bezeichnet. Die 
durch das Element « ( £ / / ) repräsentierte Klasse C,: bezeichnen wir durch 
C, = C{a). 
Wir definieren die kompatible Klasseneinteilung einer Halbgruppe üb-
licherweise so: 
Eine Klasseneinteilung C einer Halbgruppe H ist kompatibel, wenn die 
durch die Gleichung C(a)C(ß) = C(ccß) definierte Klassenmultiplikation ein-
deutig ist. 
Offenbar ist eine Klasseneinteilung C einer Halbgruppe H dann und nur 
dann kompatibel, wenn die zugehörige Äquivalenzrelation « = / ? < = > C(a) = 
= C(ß) eine Kongruenzrelation ist, d. h. 
cc = ß=>Qa = Qß, aa = ßa (o, o £ H). 
Nach L. RÉDEI [2] nennen wir.eine Unterhalbgruppe N einer Halbgruppe 
H mit Einselement s, von der wir annehmen, daß sie ebenfalls « zum Eins-
element hat, linksnormal, wenn eine kompatible Klasseneinteilung von H von 
der Form 
(1) H-=N, ccN, ßN, 
existiert. (Die ursprüngliche Definition von L . RÉDEI hat wegen der Anwen-
dung auf das Schreiersche Erweiterungsproblem auch die Einschränkung ent-
halten, daß jedes Produkt aN schlicht (vgl. RÉDEI [3]) ist, d. h. = 
(« £ H, I>T,V2£N) nur im Falle r , = r 2 gilt. Wir haben diese zusätzliche ein-
schränkende Bedingung fallen lassen.) Entsprechend versteht man die rechts-
normale Unterhalbgruppe von H. Nach R . WIEGANDT [4] nennen wir eine 
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Unterhalbgruppe N von H normal, wenn N links- und rechtsnormal in H 
ist. W I E Q A N D T [4] hat die folgenden zwei Behauptungen bewiesen. Erstens, 
wenn TV eine normale Unterhalbgruppe einer Halbgruppe H mit Einselement 
ist, dann sind die linksseitige Klasseneinteilung (1) und die entsprechende 
rechtsseitige Klasseneinteilung H= N, NQ, NO, ... übereinstimmend. Zwei-
tens, wenn a(€ H) sein Inverses in H hat, dann ist ccN—Ncc. 
Wir geben eine Ergänzung dieser Resultate für den Fall, daß N eine 
Gruppe ist. • 
Im folgenden sei H immer eine Halbgruppe mit Einselement t- und N 
eine Untergruppe von H, die das Einselement von H enthält. Es ist bekannt, 
daß die sämtlichen verschiedenen Untermengen von der Form aN (a £ H) 
eine Klasseneinteilung von H bilden (s. R £ D E I [3 ] ) . Leicht folgt ferner 
(s. W I E G A N D T [4] ) , daß jetzt für jede Klasse aN und für ihre sämtlichen 
Elemente ci {£aN) die Gleichung cc'N=aN gilt. Die Klasseneinteilung 
( 2 ) . H = N, ccN, ßN, ... 
von H nennen wir jetzt die linksseitige Klasseneinteilung von H nach N. Im 
folgenden interessieren wir uns nur für die Klasseneinteilungen dieser Art. 
Satz 1. Es sei N eine Untergruppe einer Halbgruppe H mit Einsele-
ment s, die das Einselement von H enthält. Dann sind die folgenden Behaup-
tungen äquivalent: 
(A) N ist linksnormal in H, 
(B) aN= Na gilt für jedes «(£ H), 
(C) die linksseitige und rechtsseitige Klasseneinteilungen von H nach N 
sind übereinstimmend, 
(D) N ist rechtsnormal in H. 
B e w e i s . ( A ) = > ( B ) : Ist N linksnormal in H, so ist die Klasseneintei-
lung H=N, QN, aN, ... kompatibel und die zugehörige Äquivalenzrelation 
ist eine Kongruenzrelation. Für a(£H), v(£N) gilt v = s, also auch va = 
= sa~as. Daraus folgt va£ccN d. h. Na^aN. Ähnlich erhalten wir 
uN^Na, also aN=Na. 
( B ) = > ( C ) : Diese Behauptung ist trivial. 
( C ) = > ( A ) : Wenn die Klasseneinteilungen H = N, aN, ßN, ... und 
H=N, Nx, Nk, ... übereinstimmend sind, existiert für jedes aN ein v(£H) 
mit aN=Nv. Dann gilt wegen a^Nv auch Na = Nv, also aN=Na für 
jedes « ( £ / / ) . Wir zeigen, daß die zur Klasseneinteilung H=N, aN, ßN, ... 
gehörige Äquivalenzrelation eine Kongruenzrelation ist. Hierzu betrachten 
wir eine Äquivalenz Q = O<==>QN= ON. Für jedes gilt 
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d . h. ;io = uo. D a ccN=Ncc (cc^H) ist, f o lg t n o c h ottN=oNu =-- oNu = 
= a,u-N also p ,« = «,«. -
Wegen der Symmetrie der Voraussetzungen (B) und (C) sind die Im-
plikationen (D)==>(B) und (C)==>(D) ähnlich ableitbar. Damit ist der Satz 
bewiesen. 
Die Menge der Klassen von der Form a N (a £ H) von H nach N be -
zeichnen wir durch H / N . Definieren wir die Multiplikation in H / N durch 
die Gleichung ciN-ßN = aßN, so ist H / N eine Halbgruppe, die wir, wie 
es üblich ist, die Faktorhalbgruppe von H nach N nennen. -
Wir beweisen leicht noch den folgenden 
S a t z 2. Enthalten die Untergruppen M, N einer Halbgruppe H das 
Einselement s von H und sind sie linksnormal in H, so ist MN und im regu-
lären FalV) auch M n N linksnormal in H.• 
B e w e i s . Nach Satz 1 gilt MN=NM. Daraus folgt (MN)2 = 
= MNMN — MIN2= MN u n d e r s i ch t l i ch s£MN. A n d e r s e i t s ist i'-^r
1  
(I>(:N, ß£M) wegen NM = MN ein Element von MN und dies ist da s 
Inverse von F.IV(£MN) in MN.2) Also ist MN eine Untergruppe von H mit 
Einselement s. Wegen qMN = MqN = MNo (O £ H) ist MN linksnormal in H. 
Der Durchschnitt M n N der Gruppen M, N ist auch eine Gruppe und 
N^MNN. Für ein reguläres H ist wegen Q(M n N) = QM n QN=MQ n NQ = 
— (Afn N)O auch M N N linksnormal in H. Damit haben wir den Beweis des 
Satzes beendet. 
Für die Halbgruppen mit Einselement hat E. S. LJAPIN [1] den Begriff 
der normalen Unterhalbgruppe folgenderweise eingeführt. Es sei H eine Halb-
gruppe mit Einselement und N eine Unterhalbgruppe von H, die das Eins-
element von H enthält. N ist normal im Sinne von LJAPIN in H , wenn für 
beliebige Elemente «, /?(£ H), N) 
ccvß £ N < = > ccß £ N 
erfüllt. Wir bemerken, daß eine das Einselement von H enthaltende, im Sinne 
von R£DEI normale Untergruppe von H auch im Sinne von LJAPIN normal 
ist. Wirklich, seien cc,ß^H, v und arß£N, dann gibt es nach Satz 1 
ein Element N) mit avß — paß und auch aß = saß = ^'
1
naß = ^- 1 • 
•ccvß^N (,w_1 bedeutet das Inverse von ,« in der Gruppe N) gilt. Umge-
kehrt, nehmen wir an, daß aß ^N ist und sei v^ N. Dann gibt es ?/(£ N) 
mit avß— v'ccß, daraus folgt ccvß£N. Also ist N tatsächlich normal auch 
im Sinne von LJAPIN. 
') Regulär heißt eine Halbgruppe, in der die Kürzungsregeln gelten. 
2) und v~' bedeuten das Inverse von /< bzw. v in der Gruppe Ai bzw. N. 
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Es sei N eine Untergruppe der Halbgruppe H mit Einselement, die das 
Einselement von H enthält und normal im Sinne, von RÉDEI ist. Nach LJAPIN 
[1] definieren wir in Я die folgende Relation: Es gelte g ~ o dann und nur 
dann, wenn p,!-i'((:N) mit = existieren. Wir zeigen, daß die zur 
Relation gehörige Klasseneinteilung von H und die Klasseneinteilung 
von H nach N übereinstimmen. Es sei, nämlich Q = O<=>Q,O£CCN. Dann 
gibt es Elemente V,V'(^N) mit Q — CCV, O = CCV'. Sei N mit V = xv', 
dann gilt QS = Q = av = axv' = x'av' = x'a (x' £ N) und somit ist 
Umgekehrt, nehmen wir an, daß Q~O gilt, d . h . existieren mit 
Qz = l a . Dann gilt о = Г 1 д х = д г х ( r £ /V) und daraus folgt o ^ q N , ist 
also о = (j erfüllt. 
Aus diesen und aus den Sätzen 3 . 7 und 5 . 1 von LJAPIN [1] erhalten 
wir die 
F O L G E R U N G . Durchläufe N die Menge der (im Sinne von RÉDEI) nor-
malen Untergruppen3) der Halbgruppe H mit Einselement, die das Einselement 
von H enthalten. Dann entweder gibt es keine Gruppe unter den Faktorhalb-
gruppen H/N der Halbgruppe H, oder ist jede Faktorhalbgruppe H/N eine 
Gruppe. 
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3) D. h. N ist eine normale Unterhalbgruppe von H, die gleichzeitig eine Gruppe ist. 
